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Целью статьи является доказательство следующего утверждения:

Теорема 1. В любом классе множеств, характеризуемом в терминах
открытости, замкнутости, полуконтинуальности, линейной связности
и связности, полуконтинуальности или линейной связности дополнения,
имеют место те и только те импликации между условиями (a), (s),
(c), (a), (s), (c), (a′), (s′), (c′), (a′), (s′), (c′), которые приведены в фор-
мулировках теорем предыдущей статьи или вытекают из таковых по
транзитивности.

Доказательство сформулированной теоремы распадается на ряд предло-
жений, устанавливающих справедливость теоремы 1 для конкретных клас-
сов множеств.

Без ограничения общности можно считать β = 1.
∗Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-

ний (грант №99-01-00951).
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Нумерация примеров множеств в параграфе проведена по следующе-
му правилу: каждому множеству соотносится набор букв: c–связное, s–
полуконтинуум, a–линейно связное, b–ограниченное, o–открытое, cl–замкну-
тое, d–область; характеристика связности дополнения до C обозначается
в квадратных скобках. Для примера, множество M2

a.cl.[c] является вторым
используемым в доказательствах примером замкнутого линейно связного
множества со связным дополнением до C.

Будем говорить, что множество M выделяет группу условий невыпол-
ненными, если для M все условия (a′), . . . , (c) выполнены, кроме указанной
группы условий.

1 Вспомогательные утверждения
Импликации следующих вспомогательных утверждений в меньшей общно-
сти (а именно, для множеств, описываемых в терминах связности, открыто-
сти, замкнутости, ограниченности и связности или несвязности дополнения)
приведены в [4–6].

Теорема 2. Пусть Q ⊂ C, β ∈ C \ {0}. Тогда

1◦ справедливы импликации (a)⇒(s)⇒(c), (a)⇒(s)⇒(c),
(a′)⇒(a′)⇒(s′)⇒(c′), (a′)⇒(s′)⇒(c′)⇒(c′), (s′)⇒(s′);

2◦ если C \Q связно, то (s′)⇒(c);

3◦ если C \Q полуконтинуум, то (c′)⇒(s);

4◦ если C \Q линейно связно, то (c′)⇒(a);

5◦ если Q открыто, то (c)⇒(s) и (c′)⇒(s′)⇒(a′)⇒(a′);

6◦ если Q замкнуто, то выполняются импликации (c′)⇒(c′), (s)⇒(a),
(c)⇒(s)⇒(a);

7◦ если Q замкнутое множество со связным дополнением до C, то спра-
ведливы импликации (s′)⇒(s′) и (a′)⇒(a′).

Теорема 3. Пусть Q ⊂ C ограничено, β ∈ C \ {0}. Тогда

1◦ имеют место импликации (a)⇒(a), (s)⇒(s), (c)⇒(c);

2◦ если C \Q связно, то (s′)⇒(c);

3◦ если C \Q полуконтинуум, то (c′)⇒(s);

4◦ если C \Q линейно связно, то (c′)⇒(a);

5◦ если Q открыто, то (c)⇒(c);

6◦ если Q замкнуто, то (a)⇒(a) и (c′)⇒(s′).

2



Теорема 4. Пусть Q ⊂ C связно. Тогда

1◦ справедлива импликация (s)⇒(c′);

2◦ если C \Q линейно связно, то (s)⇒(a);

3◦ если Q ограничено, то (s)⇒(c′).

2 Классы линейно связных множеств
Справедливость импликаций следующих утверждений вытекает из теорем 2,
3 и 4.

Предложение 1. Для ограниченной области Q ⊂ C с линейно связным
дополнением все рассматриваемые условия эквивалентны.

Предложение 2. Пусть Q ⊂ C — ограниченная область с полуконти-
нуальным дополнением. Тогда равносильные условия (c), (c), (s), (s), (c′),
(c′), (s′), (s′), (a′), (a′) вытекают из эквивалентных между собой условий
(a) и (a). Других импликаций в рассматриваемом случае нет.

Доказательство. Множество

M1
d.b.[s] = {x+iy : −3.5 < x < 0.5, |y| < 1.5}\

{
x + i sin

2π

x
: x ∈ [−3.5, 0)

}
\[−i, i]

показывает невозможность существования импликаций к (a) и (a) от осталь-
ных условий в рассматриваемом случае.

M1
d.b.[s]

В самом деле, для M1
d.b.[s] не выполняются условия (a) и (a), так как

при Re α > 0 множества (α − C+) \M1
d.b.[s] и (α − C+) \M1

d.b.[s] не линейно
связны.

Предложение 3. Пусть Q ⊂ C — ограниченная область. Тогда равно-
сильные условия (c), (c), (s), (s) вытекают из эквивалентных между собой
условий (a) и (a). Равносильные условия (c′), (c′), (s′), (s′), (a′), (a′) следу-
ют из каждого из условий (c), (c), (s), (s), (a), (a). Других импликаций в
рассматриваемом случае нет.
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Доказательство. От случая ограниченной области с полуконтинуальным
дополнением (предложение 2) рассматриваемый отличается отсутствием
импликаций от условий (c′), (c′), (s′), (s′), (a′), (a′) к остальным услови-
ям. Множество M1

d.b = {z : 1 < |z| < 2} при Re α > −1 выделяет условия
(c), (c), (s), (s), (a), (a) невыполненными в силу несвязности дополнения.

Справедливость импликаций следующих утверждений вытекает из тео-
рем 2 и 4.

Предложение 4. Пусть Q ⊂ C — область с линейно связным дополнени-
ем до C. Тогда условие (c) вытекает из равносильных между собой условий
(a) и (s), а условия (c), (s), (a), (c′), (c′), (s′), (s′), (a′), (a′) эквивалентны.
Других импликаций в рассматриваемом случае нет.

Равносильность условий (a′) и (c′) в рассматриваемом случае была по-
казана в [2].

Доказательство. Множество

M1
d.[a] =

{
x + iy : x ∈ (0, 3.5),

sin2 2π
x

x
− 1 < y <

sin2 2π
x

x

}
,

выделяет условия (a) и (s) невыполненными, так как при 0 < Re α < 3.5
бесконечно удаленная точка разрезает множество (α− C+) \M1

d.[a].
Множество M2

d.[a] = {x + iy : x 6= 0 или |y| < 1 } выделяет невыпол-
ненными условия (a), (s) и (c).

M1
d.[a] M2

d.[a]

Действительно, при Re α = 0 бесконечно удаленная точка разделяет
множество C− \ M2

d.[a] = {iy : |y| < 1}, тем самым условия (a), (s), (c)
не следуют из остальных условий.

Для множества M3
d.[a] = C \ R+ выполнены только условия (a), (s), (c):

условия (a), (s), (c) не выполнены при Re α > 0, так как (α−C+)∩R+)∪{∞}
не связно; условия (a′), (s′), (c′), (a′), (s′), (c′) не выполнены при Re α > 0,
так как R+ разделяет полуплоскости α + C+ и α + C+. Тем самым условия
(a), (s), (c) не влекут выполнение ни одного из оставшихся условий.
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Справедливость следующего утверждения следует из предложений 2 и 4:

Предложение 5. Пусть Q ⊂ C — область с полуконтинуальным допол-
нением до C. Тогда условие (c) вытекает из условий (a) и (s), а условие (s)
следует из (a). Равносильные условия (c), (s), (c′), (c′), (s′), (s′), (a′), (a′)
вытекают из (a). Других импликаций в рассматриваемом случае нет.

Взаимосвязи между условиями (c′), (c), (c′), (c) в рассмотренном случае
были выявлены в [1].

Справедливость следующего утверждения следует из предложений 3 и 5:

Предложение 6. Пусть Q ⊂ C — область. Тогда условие (c) вытекает
из условий (a) и (s), а условие (s) следует из (a). Равносильные условия (c),
(s) следуют из (a); эквивалентные между собой условия (c′), (c′), (s′), (s′),
(a′), (a′) следуют из (a), (s) и (c). Других импликаций в рассматриваемом
случае нет.

Справедливость импликаций следующих утверждений следует из тео-
рем 2, 3, и теоремы 2.2 из нашей первой статьи этого сборника.

Предложение 7. Для линейно связного континуума Q ⊂ C со связным
дополнением до C условия (a), (s), (c), (a), (s), (c), (a′), (s′), (c′), (a′), (s′),
(c′) равносильны.

Предложение 8. Пусть Q ⊂ C — линейно связный континуум. Тогда
условие (a′) вытекает из условий (a), (s), (c), (a), (s), (c). Условие (a′)
вытекает из условия (a′) и каждого из условий (a), (s), (c), (a), (s), (c).
Равносильные условия (s′), (c′), (s′), (c′) вытекают из условий (a′), (a′)
и группы эквивалентных между собой условий (a), (s), (c), (a), (s), (c).
Других импликаций в рассматриваемом случае нет.

Доказательство. Для множества

M1
a.b.cl =

{
x + i sin

2π

x
: x ∈ (0, 4]

}
∪

∞⋃
n=1

([
−i,

−1 + i(n + 1)
n

]
∪
[
−1 + i(n + 1)

n
,

4
1 + 4n

+ i

])
∪ [−i, i].

выполнены только условия (a′), (s′), (c′), (s′), (c′). Действительно, невыпол-
ненность (a′) проявляется при α = 0: множество C+ ∩ M1

a.b.cl не является
линейно связным, так как точки сегмента [−i, i] нельзя соединить непре-
рывной кривой с остальными точками указанного пересечения. Кроме того,
при Re α > −1 множество C− \M1

a.b.cl имеет ограниченную связную компо-
ненту, что нарушает выполнение (a), (s), (c), (a), (s), (c).

Тем самым импликации от (a′), (s′), (c′), (s′), (c′) к (a), (s), (c), (a), (s),
(c), (a′) отсутствуют.
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M1
a.b.cl M2

a.b.cl

Для множества

M2
a.b.cl =

{
x + i sin

2π

x
: x ∈ (0, 4]

}
∪ [−i, −1 + 2i]∪

[
−1 + 2i,

4
5

+ i

]
∪ [−i, i].

выполнены только (s′), (c′), (s′), (c′). Условия (a), (s), (c), (a), (s), (c), (a′),
(a′) не выполнены при Re α > −1. Следовательно, импликации к перечис-
ленным условиям от (s′), (c′), (s′), (c′) отсутствуют.

Условия (a), (s), (c), (a), (s), (c) выделяет невыполненными пример окруж-
ности M3

a.b.cl = { z : |z| = 1 }, так как при Re α > −1 множества C− \M3
a.b.cl

и C− \M3
a.b.cl не связны.

Справедливость импликаций следующих утверждений следует из тео-
рем 2 и теоремы 2.2 из нашей первой статьи этого сборника.

Предложение 9. Для линейно связного замкнутого множества Q ⊂ C
с линейно связным (или полуконтинуальным) дополнением до C условия
(a), (s), (c) равносильны и не зависят от группы эквивалентных условий
(a), (s), (c), (a′), (s′), (c′), (a′), (s′), (c′).

Доказательство. Для дополнения M1
a.cl.[a] до C к множеству M1

o.[a] = {x +
iy : |y| < 1, x > 0} выполнены только условия (a), (s), (c). Действительно,
при Re α > 0 бесконечно удаленная точка — отделенная часть множества
(α−C+) \ (C \M1

o.[a]) = ((α−C+) ∩M1
o.[a]) ∪ {∞}, поэтому условия (a), (s),

(c) не выполняются. Кроме того, при Re α > 0 ∞ разделяет пересечение
множества C \M1

o.[a] с любой полуплоскостью вида α + C+. Тем самым не
выполнены условия (a′), (s′), (c′). И, наконец, множество (α + C+) ∩M1

o.[a]

разделяет множество (α + C+) ∩ (C \ M1
o.[a]) при Re α > 0, что нарушает

выполнение условий (a′), (s′), (c′).
Следовательно, условия (a), (s), (c), (a′), (s′), (c′), (a′), (s′), (c′) не выте-

кают из (a), (s), (c).
Множество M2

a.cl.[a] = {z = iy : y ∈ R} выделяет условия (a), (s), (c)
невыполненными, так как оно разделяет любую полуплоскость вида α−C+
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при Re α > 0. Тем самым условия (a), (s), (c) не вытекают из остальных
условий теоремы.

Предложение 10. Для линейно связного замкнутого множества Q ⊂ C
со связным дополнением до C условия (a), (s), (c) равносильны. Группа
эквивалентных условий (c), (a′), (s′), (a′), (s′) вытекает из равносильных
между собой условий (a) и (s). Условия (c′) и (c′) эквивалентны и следуют
из любого из условий (a), (s), (c), (a′), (s′), (a′), (s′). Других импликаций
в рассматриваемом случае нет.

Доказательство. Для множества M1
a.cl.[c], являющегося дополнением до C

к множеству M1
d.[a] предложения C.5, выполнены все условия, кроме (a) и

(s). Действительно, при Re α > 0 любой континуум в (α − C+) \M1
a.cl.[c] =

(α−C+) ∩ (M1
d.[a] ∪ {∞}), соединяющий точки множества (α−C+) ∩M1

d.[a]

с бесконечно удаленной точкой, обязан содержать луч [0,+i∞), не принад-
лежащий (α− C+) ∩M1

d.[a].

M2
a.cl.[c]

Множество M2
a.cl.[c], являющееся дополнением до C к множеству −M1

d.[a],
выделяет невыполненными условия (a), (s), (c), (a′), (s′), (a′) и (s′): условия
(a′), (s′), (a′), (s′) не выполнены при −3.5 < Re α < 0, так как любой конти-
нуум, соединяющий точки множества M2

a.cl.[c] ∩ {x + iy : x ∈ (Re α, 0), y <

−1− sin2 2π
x

x } с остальными точками (α+C+)∩M2
a.cl.[c] или (α+C+)∩M2

a.cl.[c],
обязан содержать не принадлежащую M2

a.cl.[c] бесконечно удаленную точку;
условия (a), (s), (c) не выполнены, так как при −3.5 < Re α < 0 бесконечно
удаленная точка является отделенной частью множества (α−C+)\M2

a.cl.[c] =

{x + iy : x ∈ (−3.5, Re α),−1− sin2 2π
x

x < y < − sin2 2π
x

x } ∪ {∞}.
Указанные примеры в совокупности с предложением 9 показывают невоз-

можность существования других импликаций между рассматриваемыми
условиями в данном случае.

Предложение 11. Пусть Q ⊂ C — линейно связное замкнутое множе-
ство. Тогда условия (a), (s), (c) равносильны, а условие (c) следует из эк-
вивалентных между собой условий (a) и (s). Условие (a′) следует из (a),
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(s), (c). Условия (a′) и (s′) следуют из (a), (s), (c), (a′). Условие (s′) сле-
дует из (a), (s), (c), (a′), (s′), (a′). Эквивалентные между собой условия
(c′) и (c′) следуют из каждого из условий (a), (s), (c), (a′), (s′), (a′) и (s′).
Других импликаций в рассматриваемом случае нет.

Доказательство. Множество

M1
a.cl = iR+ ∪ (2 + iR+)∪( ∞⋃

k=1

([
i

k
, −1

k

]
∪
[
−1

k
, − i

k

]
∪
[
− i

k
, 1 + ik

]
∪ [1 + ik, 2]

))
выделяет невыполненными условия (a), (s), (c), (a), (s), (c), (a′), (s′): усло-
вия (a), (s), (c), (a), (s), (c) не выполнены, так как множества (α−C+)\M1

a.cl

и (α − C+) \ M1
a.cl не связны при Re α > −1; условия (a′) и (s′) не выпол-

нены, так как точки луча iR+ нельзя соединить континуумом в C+ ∩M1
a.cl

с остальными точками этого пересечения — любой такой континуум содер-
жит ∞.

Указанные примеры в совокупности с предложениями 8 и 10 показыва-
ют невозможность существования других импликаций между рассматрива-
емыми условиями в данном случае.

M1
a.cl M1

a.b.[a]

Предложение 12. Для линейно связного ограниченного множества Q ⊂
C с линейно связным дополнением до C условия (a), (s), (c), (a′), (s′), (c′)
равносильны и влекут выполнение эквивалентных между собой условий
(a), (s), (c), (a′), (s′), (c′). Других импликаций в рассматриваемом случае
нет.

Доказательство. Множество M1
a.b.[a] = {x + iy : −1 < x 6 0, |y| < 1, x +

iy 6= 0 } выделяет невыполненными условия (a), (s), (c), (a′), (s′), (c′): точка
0 является ограниченной компонентой множества C− \M1

a.b.[a] и разделяет
множество C+ ∩M1

a.b.[a] = [−i, i] \ {0}.

Справедливость следующего утверждения следует из предложений 2
и 12:
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Предложение 13. Пусть Q ⊂ C — линейно связное ограниченное множе-
ство с полуконтинуальным дополнением до C. Тогда условие (a) и груп-
па эквивалентных между собой условий (s), (c), (a′), (s′), (c′) следуют
из условия (a). Равносильные условия (s), (c), (a′), (s′), (c′) следуют из
каждого из условий (a), (s), (c), (a), (a′), (s′), (c′). Других импликаций в
рассматриваемом случае нет.

Предложение 14. Пусть Q ⊂ C — линейно связное ограниченное множе-
ство со связным дополнением до C. Тогда условие (a) следует из условия
(a); условие (s) — из условий (a), (a), (s); условие (c) равносильно условиям
(a′) и (s′) и вытекает из каждого из условий (a), (s), (a), (s) и из группы
эквивалентных между собой условий (c), (a′), (s′). Условие (s) следует из
(a); условия (c), (a′), (s′) — из (a) и (s); условие (c′) следует из каждого из
условий (a), (s), (c), (a′), (s′). Условие (c′) следует из любого из рассмат-
риваемых условий. Других импликаций в рассматриваемом случае нет.

Доказательство. Для множества

M1
a.b.[c] ={x + iy : −4 < x < 0.5, |y| < 2 } \

{
x + i sin

2π

x
: x ∈ [−4, 0)

}
\{

x + i(sin
2π

x
− 1) : x ∈ [−3, 0)

}
\
{
− i

2

}
выполнены только условия (c′) и (c′). Действительно, условия (a), (s),
(c), (a), (s), (c) не выполнены, так как при −3 < Re α < 0 кривые{

x + i sin 2π
x : x ∈ [−4, Re α)

}
и

{
x + i(sin 2π

x − 1) : x ∈ [−3, Re α)
}

являются отделенными частями множеств (α− C+) \M1
a.b.[c] и

(α− C+) \M1
a.b.[c]; условия (a′), (s′), (a′) и (s′) не выполнены, так как

при −3 < Re α < 0 любой континуум, соединяющий точки множества{
x + iy : x ∈ (Re α, 0), sin 2π

x − 1 < y < sin 2π
x

}
с остальными точками

(α + C+) ∩M1
a.b.[c] или (α + C+) ∩M1

a.b.[c], содержит точку 0, не
принадлежащую указанному пересечению.

Множество

M2
a.b.[c] = {x+ iy : −4 < x < 0.5, |y| < 1.5 }\

{
x + i sin

2π

x
: x ∈ [−4; 0)

}
\{0}

выделяет невыполненными условия (a), (s), (a), (s), так как при Re α > 0
континуум, соединяющий точку 0 с остальными точками множества (α −
C+) \M2

a.b.[c] или (α−C+) \M2
a.b.[c], содержит отрезок [−i, i], им не принад-

лежащий.

9



M1
a.b.[c] M2

a.b.[c]

Указанные примеры в совокупности с предложением 13 показывают
невозможность существования других импликаций между рассматривае-
мыми условиями в данном случае.

Справедливость следующего утверждения следует из предложений 8
и 14:

Предложение 15. Пусть Q ⊂ C — линейно связное ограниченное множе-
ство. Тогда условия (a) и (s) вытекают из (a); условие (s) следует из (a),
(s), (a); условие (c) вытекает из (a) и (s); условие (c) следует из каждого
из условий (a), (s), (c), (a), (s). Условие (a′) следует из (a), (s), (c); условие
(s′) следует из (a), (s), (c) и (a′); условие (c′) следует из (a), (s), (c), (a′)
и (s′); условие (a′) следует из (a), (s), (c), (a), (s), (c), (a′); условие (s′)
следует из (a), (s), (c), (a), (s), (c), (a′) и (s′); условие (c′) вытекает из
всех рассматриваемых условий. Других импликаций в рассматриваемом
случае нет.

Справедливость следующего утверждения следует из предложений 4
и 12:

Предложение 16. Пусть Q ⊂ C — линейно связное множество с ли-
нейно связным дополнением до C. Тогда равносильные условия (a′), (s′),
(c′) вытекают из эквивалентных между собой условий (a′), (s′), (c′), (a),
(s), (c). Условие (c) следует из эквивалентных условий (a) и (s). Других
импликаций в рассматриваемом случае нет.

Равносильность условий (s′) и (c′) в рассмотренном классе множеств
была доказана в [2].

Справедливость следующего утверждения следует из предложений 13
и 16:

Предложение 17. Пусть Q ⊂ C — линейно связное множество с полу-
континуальным дополнением до C. Тогда равносильные условия (a′), (s′),
(c′) вытекают из (a) и из эквивалентных между собой условий (a′), (s′),
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(c′), (s), (c); условия (a′), (s′), (c′), (s), (c) следуют из (a). Условие (s)
следует из (a); условие (c) следует из (a) и (s). Других импликаций в рас-
сматриваемом случае нет.

Справедливость следующего утверждения следует из предложений 14
и 17:

Предложение 18. Пусть Q ⊂ C — линейно связное множество со связ-
ным дополнением до C. Тогда равносильные условия (a′) и (s′) вытекают
из (a), (s) и из эквивалентных между собой условий (a′), (s′), (c); условия
(a′), (s′), (c) следуют из (a) и (s); условие (c′) вытекает из условий (s′),
(a′), (c), (s), (a); условие (c′) вытекает из условий (c′), (s′), (a′), (c), (s),
(a). Условие (s) следует из (a); условие (s) вытекает из (a); условие (c)
следует из (a) и (s). Других импликаций в рассматриваемом случае нет.

Справедливость следующего утверждения следует из предложений 8
и 18:

Предложение 19. Пусть Q ⊂ C — линейно связное множество. Тогда
условия (a′) и (s′) вытекают из (a′), (a), (s), (c); условие (s′) вытекает
из (a′), (s′), (a′), (a), (s), (c); условие (c′) вытекает из (a′), (s′), (c′), (a′),
(s′), (a), (s), (c). Условие (a′) следует из (a), (s), (c); условие (c′) следует
из (a), (s), (c), (a′), (s′). Условие (s) следует из (a); условие (c) следует из
(a) и (s) ; условие (s) вытекает из (a), а (c) следует из (a) и (s). Других
импликаций в рассматриваемом случае нет.

3 Классы полуконтинуальных множеств
Предложение 20. Утверждения предложений 7–19 сохраняют силу, ес-
ли заменить требование линейной связности Q условием полуконтину-
альности и одновременно исключить импликации к условиям (a′) и (a′),
оставив импликации между (a′) и (a′).

Для континуумов со связным дополнением до C взаимосвязи между
условиями (c′), (c), (c′), (c) рассмотрены в [1]. Эквивалентность условий
(c′) и (s′) для полуконтинуумов с полуконтинуальным дополнением до C
была показана в [3].

Доказательство. Справедливость импликаций данного утверждения вы-
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текает из соответствующих рассматриваемым случаям теорем.

M1
s.b.cl.[a]

Отсутствие импликаций к условиям (a′) и (a′) показывает множество
M1

s.b.cl.[a] =
{

x + i sin 2π
x : x ∈ (0, 3.5]

}
∪ [−i, i], выделяющее их невыпол-

ненными при Re α < 0 в силу своей полуконтинуальности, но не линейной
связности.
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