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Задача моделирования полета беспилотного
летательного аппарата на основе системы
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Аннотация. Рассматривается задача моделирования полета беспилотно-
го летательного аппарата над некоторой местностью при наличии ограни-
чений на движение аппарата. Предлагается подход для решения задачи
автоматического определения его положения и ориентации с применением
технологий технического зрения и искусственного интеллекта.

Ключевые слова и фразы: беспилотный летательный аппарат, искусственный спутник

Земли, модель камеры, моделирование, алгоритм RANSAC, алгоритм Левенберга–Марквард-

та.

Введение

Беспилотные летательные аппараты (БПЛА) широко применя-
ются в военном деле, главным образом в разведке. Крупные аппараты
могут быть оснащены вооружением и вести боевые действия. Приме-
нение БПЛА в гражданских целях также может быть весьма эффек-
тивным (мониторинг лесных пожаров, составление топографических
карт и т. д.). Большую роль играет метод определения положения и
ориентации аппарата в пространстве во время его полета. Чаще всего
для этого применяются системы позиционирования GPS/ГЛОНАСС.
Однако использование подобных технологий позиционирования мо-
жет быть затруднено или вообще невозможно. Работа таких систем
может быть нарушена в результате целенаправленного подавления
либо из-за технических неполадок. Сигнал GPS/ГЛОНАСС может
оказаться недоступным из-за рельефа горной местности или город-
ских зданий. Использование GPS/ГЛОНАСС может быть неприемле-
мым по причине секретности или недостаточной точности. Поэтому
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разработка систем позиционирования БПЛА, независимых от данных
спутниковых систем навигации, является актуальным направлением
исследований. Перспективный способ решения такой задачи –– осна-
щение аппаратов фото- или видеокамерами (одной или несколькими)
и использование алгоритмов и методов технического зрения.

1. Математическая модель камеры

В качестве математической модели камеры выберем модель ка-
меры–обскуры [1, 2]. В трехмерном пространстве задана глобальная
система координат, с центром в точке 𝑂 (рис. 1). Введем некоторые
обозначения и понятия. Наблюдаемая камерой точка 𝑃0 простран-

Рис. 1. Математическая модель камеры и две системы координат

ства проецируется на некоторую плоскость (плоскость изображения,
аналог светочувствительной матрицы камеры). Точка 𝐶 (центр про-
екции) –– начало системы координат, связанной с камерой. Фокусное
расстояние камеры –– это расстояние между плоскостью изображе-
ния и центром проекции. Оптическая ось –– луч, имеющий начало в
точке 𝐶 и перпендикулярный плоскости изображения. Пересечение
отрезка 𝑃0𝐶 с плоскостью изображения дает двумерный образ точки
𝑃0 ––точку 𝑝𝑐, координаты которой выражаются в пикселях. Для вы-
числения координат точки 𝑝𝑐 используются следующие матричные
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уравнения (точка 𝑝𝑐 представлена в однородных координатах):

𝑃 * =

⎡⎣𝑋*

𝑌 *

𝑍*

⎤⎦ =

⎡⎣𝑟11 𝑟12 𝑟13
𝑟21 𝑟22 𝑟23
𝑟31 𝑟32 𝑟33

⎤⎦⎡⎣𝑋𝑌
𝑍

⎤⎦+

⎡⎣𝑇𝑥𝑇𝑦
𝑇𝑧

⎤⎦ = 𝑅𝑃0 + 𝑇,

𝑝*𝑐 =

⎡⎣𝑥*𝑦*
𝑤

⎤⎦ =

⎡⎣𝑓𝑥 0 𝑐𝑥
0 𝑓𝑦 𝑐𝑦
0 0 1

⎤⎦⎡⎣𝑋*

𝑌 *

𝑍*

⎤⎦ =𝑀𝑃 *,

𝑝𝑐 =
1

𝑤
𝑝*𝑐 .

Матрица 𝑀 содержит внутренние параметры камеры, причем они
не зависят от положения камеры в пространстве. Точка с пиксель-
ными координатами (𝑐𝑥, 𝑐𝑦) –– главная точка, в ней оптическая ось
пересекается с плоскостью изображения, чаще всего эта точка при-
мерно совпадает с центром изображения. Параметры 𝑓𝑥 и 𝑓𝑦 –– фо-
кальные длины. Если 𝐹 –– фокусное расстояние камеры, а 𝑠𝑥, 𝑠𝑦 ––
ширина и высота одного элемента светочувствительной матрицы, то
𝑓𝑥 = 𝐹

𝑠𝑥
, 𝑓𝑦 = 𝐹

𝑠𝑦
. Матрица 𝑅 и вектор 𝑇 ––внешние параметры каме-

ры. Они задают ориентацию и положение камеры относительно гло-
бальной системы координат и используются для перехода в систему
координат камеры посредством операций поворота (𝑅) и параллель-
ного переноса (𝑇 ). Поворот вокруг произвольной оси в трехмерном
пространстве можно представить в виде комбинации трех поворотов
вокруг каждой из координатных осей на некоторые углы 𝜑, 𝜓 и 𝜃.
Существует взаимно однозначное соответствие между тремя углами
и матрицами поворота (прямое и обратное преобразование Родриге-
са [3]).

2. Постановка задачи определения положения и ориентации
БПЛА

Предположим, что наряду с БПЛА у нас есть возможность за-
действовать еще один летательный аппарат––искусственный спутник
Земли (ИСЗ), оборудованный камерой. Матрица внутренних пара-
метров камеры известна, центром проекции камеры является точка
𝑂 (рис. 2). Положение и ориентация спутника относительно мировой
системы координат, связанной с Землей (с ее центром), являются из-
вестными. Пусть в трехмерном пространстве задана точка 𝑃 , кото-
рой на снимке, полученном с камеры ИСЗ, соответствует точка 𝑞1.
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Камера, установленная на БПЛА, имеет такие же внутренние пара-
метры. Центр проекции камеры расположен в точке 𝑂′, а образ точки
𝑃 –– в точке 𝑞2. Требуется вычислить матрицу 𝑅 и вектор 𝑇 , которые
связывают системы координат ИСЗ и БПЛА посредством поворота и
параллельного переноса. Если удастся найти эти параметры, то будет
возможно вычислить положение и ориентацию БПЛА относительно
мировой системы координат. Привяжем глобальную систему коорди-
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Рис. 2. Наблюдение одной и той же точки пространства
двумя разными камерами

нат к камере на ИСЗ. В этом случае пиксельные координаты точек
𝑞1 и 𝑞2 выражаются следующим образом (𝑤 –– некоторый масштаби-
рующий множитель):

𝑍𝑞1 =𝑀𝑃,

𝑃 = 𝑍𝑀−1𝑞1,
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𝑤𝑞2 =𝑀(𝑅𝑃 + 𝑇 ).

Наложим ограничения на матрицу 𝑅 и вектор 𝑇 . Пусть и ИСЗ, и
БПЛА всегда остаются на одной и той же высоте над уровнем мо-
ря (значение аппликаты остается постоянным), а их камеры всегда
направлены строго перпендикулярно поверхности Земли, т. е. оба ап-
парата могут менять свою ориентацию, поворачиваясь относительно
только оси 𝑂𝑍 на некоторый угол 𝜃 (два остальных угла, определя-
ющих ориентацию, равны нулю). При таких допущениях матрица 𝑅
и вектор 𝑇 имеют следующий вид:

𝑅 =

⎡⎣cos 𝜃 − sin 𝜃 0

sin 𝜃 cos 𝜃 0

0 0 1

⎤⎦ , 𝑇 =

⎡⎣𝑇𝑥𝑇𝑦
0

⎤⎦ ,

𝑅𝑃 + 𝑇 =

⎡⎣𝑋 cos 𝜃 − 𝑌 sin 𝜃 + 𝑇𝑥
𝑋 sin 𝜃 + 𝑌 cos 𝜃 + 𝑇𝑦

𝑍

⎤⎦ ⇒ 𝑤 = 𝑍.

Вычислим, как связаны между собой координаты точек 𝑞1 и 𝑞2:

𝑍𝑞2 =𝑀(𝑅𝑃 + 𝑇 ) =𝑀(𝑅𝑍𝑀−1𝑞1 + 𝑇 ) = 𝑍(𝑀𝑅𝑀−1)𝑞1 +𝑀𝑇,

𝑞2 = (𝑀𝑅𝑀−1)𝑞1 +
1

𝑍
𝑀𝑇.

Введем матрицу �̂� и вектор 𝑇 :

�̂� =𝑀𝑅𝑀−1 =

⎡⎢⎣ cos 𝜃 − 𝑓𝑥
𝑓𝑦

sin 𝜃 − cos 𝜃·𝑐𝑥 + 𝑓𝑥
𝑓𝑦

sin 𝜃·𝑐𝑦 + 𝑐𝑥
𝑓𝑦
𝑓𝑥

sin 𝜃 cos 𝜃 − 𝑓𝑦
𝑓𝑥

sin 𝜃·𝑐𝑥 − cos 𝜃·𝑐𝑦 + 𝑐𝑦

0 0 1

⎤⎥⎦ ,

(1) 𝑇 =
1

𝑍
𝑀𝑇 =

⎡⎣𝑑𝑥𝑑𝑦
0

⎤⎦ , 𝑇 = 𝑍𝑀−1𝑇 .

Тогда координаты точек 𝑞1 и 𝑞2 связываются посредством уравнения
𝑞2 = �̂�𝑞1 + 𝑇 , которое можно переписать следующим образом:

𝑞2 = 𝐻𝑞1,

𝐻 =

⎡⎢⎣ cos 𝜃 − 𝑓𝑥
𝑓𝑦

sin 𝜃 − cos 𝜃·𝑐𝑥 + 𝑓𝑥
𝑓𝑦

sin 𝜃·𝑐𝑦 + 𝑐𝑥 + 𝑑𝑥
𝑓𝑦
𝑓𝑥

sin 𝜃 cos 𝜃 − 𝑓𝑦
𝑓𝑥

sin 𝜃·𝑐𝑥 − cos 𝜃·𝑐𝑦 + 𝑐𝑦 + 𝑑𝑦

0 0 1

⎤⎥⎦ .
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Как видим, матрица 𝐻 определяется тремя неизвестными парамет-
рами 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 и 𝜃 (фокальные длины и координаты главной точки из-
вестны). Введем функцию match(𝐼1, 𝐼2), которая принимает на вход
два изображения (𝐼1 и 𝐼2) и возвращает множество пар «соответству-

ющих» точек
{︂[︂
𝑥𝑖
𝑦𝑖

]︂
,

[︂
𝑢𝑖
𝑣𝑖

]︂}︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . 𝑞, таких, что если некоторая

точка 𝑋 пространства наблюдаема на снимке 𝐼1, то она должна быть
наблюдаема и на снимке 𝐼2, причем ее проекция на первом снимке

имеет координаты
[︂
𝑥𝑖
𝑦𝑖

]︂
, а на втором ––

[︂
𝑢𝑖
𝑣𝑖

]︂
. Задача сводится к вы-

числению параметров 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 и 𝜃 , при условии, что:⎡⎣𝑢𝑖𝑣𝑖
1

⎤⎦ = 𝐻

⎡⎣𝑥𝑖𝑦𝑖
1

⎤⎦ , 𝑖 = 1, 2, . . . 𝑞.

Вычислив компоненты вектора 𝑇 , можно найти вектор 𝑇 по форму-
ле 1 с точностью до множителя 𝑍 (аппликата точки 𝑃 ). Поставлен-
ную задачу предлагается решать с помощью моделирования (получе-
ние снимков местности с виртуальных ИСЗ и БПЛА) и применения
различных математических методов (вычисление матрицы 𝐻).

3. Моделирование полета БПЛА, оснащенного камерой

Для моделирования полета БПЛА необходимо иметь как мини-
мум две точки –– пункт отправки и пункт назначения. Зададим же-
лаемую траекторию полета БПЛА в виде некоторой кривой (эталон-
ный путь). Предположим, что траекторию можно аппроксимировать
последовательностью прямых отрезков. Выберем на эталонном пути
серию точек (назовем их опорными) и сопоставим каждой точке неко-
торую прямоугольную область на карте местности. Каждую такую
область назовем опорным снимком местности. Эти снимки выполня-
ются с помощью камеры на ИСЗ и в дальнейшем применяются для
определения положения и ориентации БПЛА. Позиционируем каж-
дый прямоугольник так, чтобы соответствующая ему опорная точ-
ка располагалась в его центре. Ориентация каждого прямоугольника
при этом должна совпадать с направлением того отрезка эталонного
пути, на котором лежит опорная точка. Реальный полет БПЛА мож-
но промоделировать с помощью множества снимков, которые выпол-
няются камерой, установленной на аппарате. Выберем на эталонном
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пути другую серию точек, означающих моменты съемки для опреде-
ления положения и ориентации, и сместим координаты каждой точ-
ки на некоторый случайный вектор (максимальную длину вектора
можно ограничить). Эти смещения имитируют воздействие внешних
факторов на БПЛА и отклоняют его траекторию от эталонной. Каж-
дой точке также можно сопоставить свою прямоугольную область
на карте местности, в результате получив серию тестовых снимков.
Еще одним возможным подходом может быть разбиение всей карты
местности на множество фрагментов (перекрывающихся или непе-
рекрывающихся). Применение такого подхода, возможно, позволит
находить положение и ориентацию БПЛА без привязки к какому-то
конкретному маршруту, или же в случае значительного отклонения
от заданного маршрута. На рис. 3 показан пример желаемого пути
БПЛА (в виде красной ломаной линии), опорные точки показаны в
виде красных кругов, прямоугольные области опорных снимков за-
ключены в синие и зеленые рамки (чередование двух разных цветов
было выбрано для большей наглядности). Пример возможной траек-
тории полета (при наличии случайных возмущений) показан в виде
ломаной черной линии. Точки, из которых БПЛА выполняет тесто-
вые снимки, показаны белым цветом.

Рис. 3. Моделирование полета БПЛА
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4. Алгоритм выбора наилучшего опорного снимка

Пусть задано множество опорных снимков 𝐴 = {𝐴1, 𝐴2, . . . 𝐴𝑎}.
Используя это множество, требуется определить ориентацию БПЛА
и положение, из которого был сделан некоторый тестовый снимок 𝐵.
В качестве основного средства для решения этой задачи предлагается
использовать множество пар соответствующих точек. Для снимка 𝐵
необходимо выбрать наиболее подходящий снимок 𝐴* из множества
𝐴, исходя из такой эвристики, что функция match должна возвра-
щать для снимков 𝐵 и 𝐴* как можно больше пар соответствующих
точек:

𝐴* = argmax
𝐴𝑘∈𝐴

(count(match(𝐵,𝐴𝑘))),

Здесь count –– функция, которая выдает мощность множества, воз-
вращаемого функцией match.

5. Поиск линейного преобразования, связывающего два
снимка

Имея множество пар соответствующих точек для опорного и те-
стового снимков, можно вычислить параметры 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 и 𝜃, которые
определяют линейное преобразование, связывающее эти снимки. Для
этого вполне достаточно взять любые две пары и решить систему
нелинейных уравнений. Проблема состоит в том, что реализация функ-
ции match, способной находить множество пар соответствующих то-
чек с абсолютной точностью и без ошибок, является весьма затруд-
нительным. Это обусловлено в основном дискретностью изображе-
ний и зашумленностью исходных данных и может привести к тому,
что неизвестные параметры будут вычислены неправильно. Одним
из возможных способов решения задач подобного рода является ал-
горитм RANSAC –– стабильный метод оценки параметров некоторой
модели на основе случайных выборок [4, 5]. В результате его работы
все исходные данные разделяются на два типа: точки, удовлетворяю-
щие модели (инлаеры, англ. inlier) и шумы –– случайные включения
в исходные данные (аутлаеры, англ. outlier). Алгоритм RANSAC бе-
рет за основу минимальное количество точек (в нашем случае две),
необходимое для построения модели, после чего проверяет, какое ко-
личество из всех точек соответствует модели, используя функцию
оценки с заданным порогом. Для решения задачи можно восполь-
зоваться и методом наименьших квадратов (МНК ), но он находит
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решение, исходя из всего множества точек. Применение такого под-
хода может дать приемлемые результаты только в том случае, если
удастся выделить те пары точек, которые являются инлаерами. К
способам решения задач на основе МНК относятся алгоритм Гаусса–
Ньютона [6] и его развитие––алгоритм Левенберга–Марквардта [7,8].
Рассмотрим постановку задачи по МНК. Пусть задан функционал от
𝑛 переменных, который представляет собой сумму квадратов 𝑚 раз-
личных функций:

𝐹 (�⃗�) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑓2𝑖 (�⃗�) → min
�⃗�
,

�⃗� =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑥1
𝑥2
...
𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑓(�⃗�) =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑓1(�⃗�)

𝑓2(�⃗�)
...

𝑓𝑚(�⃗�)

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Задано начальное приближение �⃗�0. Алгоритм Левенберга–Марквард-
та основан на применении следующей итеративной схемы:(︀

𝐽𝑇 (�⃗�𝑘)𝐽(�⃗�𝑘) + 𝜆𝑘 diag
[︀
𝐽𝑇 (�⃗�𝑘)𝐽(�⃗�𝑘)

]︀)︀
𝑝𝑘 = 𝐽𝑇 (�⃗�𝑘)𝑓(�⃗�𝑘),

�⃗�𝑘+1 = �⃗�𝑘 − 𝑝𝑘.

В приведенном выше уравнении 𝐽(�⃗�𝑘) –– якобиан от вектор-функ-
ции 𝑓 , вычисленный в точке �⃗�𝑘; 𝜆𝑘 –– некоторая неотрицательная
константа, своя для каждой итерации; diag

[︀
𝐽𝑇 (�⃗�𝑘)𝐽(�⃗�𝑘)

]︀
–– матри-

ца, главная диагональ которой совпадает с главной диагональю мат-
рицы 𝐽𝑇 (�⃗�𝑘)𝐽(�⃗�𝑘), а остальные значения равны нулю; �⃗�𝑘 –– невязка.
На каждой итерации алгоритма решается система линейных урав-
нений, решением является вектор невязки. Критерием останова яв-
ляется достижение заданного максимального количества итераций,
или же ситуация, когда длина вектора �⃗�𝑘 не превосходит некоторо-
го числа 𝜖. Ожидается, что поиск неизвестных параметров 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 и
𝜃 может быть произведен по следующей схеме: вначале применяет-
ся алгоритм RANSAC для разделения всего множества пар соответ-
ствующих точек на инлаеры и аутлаеры. Далее, результат работы
RANSAC используется в качестве начального приближения для ре-
шения оптимизационной задачи по МНК с применением алгоритма
Левенберга–Марквардта.
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6. Вычисление ориентации и положения БПЛА

Пусть опорный снимок сопоставлен точке на карте с координа-
тами (𝑥0, 𝑦0), а ориентация спутника, с применением которого был
выполнен этот снимок, определяется углом 𝜃0 . Тогда ориентация и
положение БПЛА, из которого был выполнен тестовый снимок, опре-
деляется следующим образом:

𝜃 = 𝜃0 + 𝜃,

[︂
�̃�

𝑦

]︂
=

[︂
𝑥0
𝑦0

]︂
+

[︂
𝑑𝑥

𝑑𝑦

]︂
.

При этом положение и ориентация аппарата определяются в системе
координат карты местности, в дальнейшем необходим перевод этих
координат в географические.

Заключение

Результатом данной работы является математическая постанов-
ка задачи по определению положения и ориентации БПЛА во время
своего полета (при наличии некоторых ограничений). Для решения
задачи предлагается использовать опорные снимки земной поверхно-
сти, полученные с помощью ИСЗ. Предложен метод моделирования
полета БПЛА, оборудованного камерой. Ожидается, что с использо-
ванием вышеизложенных алгоритмов удастся получить приемлемые
результаты решения поставленной задачи. В дальнейшем планиру-
ется реализовать рассмотренную методику и провести эксперимен-
ты, которые позволят выяснить ее эффективность. Одна из основных
задач –– выбор подходящего алгоритма поиска соответствующих пар
точек на изображениях. Также предполагается расширить проблему,
сняв ограничения на то, как могут двигаться ИСЗ и БПЛА во время
полета над поверхностью Земли. Должна быть исследована задача
управления БПЛА при его автономном полете.
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